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On considere un module a gauche arfinien sur un anneau associatif 
unitaire R et on obtient, pour tout endomorphisme fix& une dkomposition 
canonique de ce module qui genlralise la decomposition de Fitting dun 
module de longueur tinie, d&s que l’anneau R est, soit module de type fini sur 
son centre, soit limite inductive d’anneaux noethtriens i gauche (plus 
generalement anneau de Djokovic), soit enfin anneau rigulier dont les 
quotients primitifs sont artiniens. On considire tout module artinien comme 
un module de Loewy (ou semi-artinien) et on considere la condition sur R: 
tout endomorphisme surjectif d’un R-module A gauche artinien et de typefini 
est bijectif (cf. [ 1, 4, 51). On Ctablit que la condition precedente sur R 
lquivaut i l’existence de la decomposition canonique, pour chaque 
endomorphisme, de tout R-module artinien (theortme 1). Les rbultats 
generalisent un resultat de R. B. Wartield (cf. 131) et conduisent a une 
decomposition de Krull-Schmidt de tout module qui est artinien sur un 
anneau satisfaisant a cette meme condition (theoreme 2). 
NOTATIONS 
Soient R un anneau associatif avec element unite et M un R-module a 
gauche unit&e. On considere la suite ascendante de Loewy de M (cf. [2]): 
O=L,(M)SL,(M)5 a** EL,(M)G *.- EL,(M)=L,+,(M) 
avec L,(M) = socle de M et, pour tour ordinal /3, L,(M) module de&i de la 
manike suivante. Si /? a un ant&&dent a, p = a + 1, L,(M) est l’image 
reciproque du socle de M/L,(M) en M, c’est-a-dire L,, I(M)/L,(M) est le 
socle de M/L,(M). Si maintenant /? est un ordinal Ii&e, on pose L,(M) = 
u,,DL,(M) pour tous les ordinaux y strictement inferieurs I /3. Le “sous- 
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module de Loewy” de M est I?(M) = L,(M) avec A plus petit ordinal tel que 
L,(M) = L, + ,(M). On dit que M est un module de Loewy si on a M = P(M) 
et que 1 est sa hauteur de Loewy. On remarque que si M # P(M) alors le 
module M/f!(M) a un socle nul. On en deduit qu’un module artinien est un 
module de Loewy. On notera A(M) la hauteur de M. La hauteur A(M) est 
tinie en mtme temps que la longueur de Jordan-Holder long,M et on a 
l’inigalite 1(M) < long,M. On a alors la: 
PROPOSITION 1 (Shore). Si N est un sous-module de M et p un ordinal, 
on a 
L,(N) = L,(M) n N. 
Demonstration par induction transfinie [2, prop. 3.1, p. 2061 sur l’ordinal 
P* 
On utilisera dans la suite le fait que NE M entraine que l’on a 
A(N) < A(M). On designera par w l’ordinal aleph zero. 
PROPOSITION 2. Si M est un module de Loewy et si a est un ordinal au 
plus &gal a la hauteur de Loewy 1(M), alors pour tout endomorphisme f de 
M on a 
f(L,(M)) c k-r(M). 
LEMME. Si f E End,M et si N c N’ s M, les sous-modules N et N’ &ant 
tels que N//N soit le socle de M/N et f(N) EN, alors on a f(N’) 5 N’. 
En effet f induit f: M/N -+ M/N et le socle de M/N est Jinvariant. On a 
done fiN’/N) G N//N et f (N’) s N’. 
On etablit alors la proposition 2 par induction sur a. Si a est un ordinal 
limite, on a L,(M) = UoCa L,(M). Si on a par hypothese f (L,(M)) c L,(M) 
pour tout p avec /? < a, on a encore f (L,(M)) c L,(M). Si on a /I = a + 1 et 
si la proposition est vraie jusqu’i a inclusivement, L,, ,(M)/L,(M) est le 
socle de M/L,(M); on a f(L,(M)) E L,(M). Le lemme entraine que l’on a 
f (L, + ,(M)) E L, + ,(M), d’oti la proposition 2. 
DEFINITION 1. Soient M un R-module et f en End, M. On pose 
M’ = (x ] x E M et f “(x) = 0 pour, un entier n}. 
On a Mf= U, kerf”(n > 1) et f(M’)cM’. On posera Tf= n, f”(M). 
DEFINITION 2. Si M et N sont des R-modules et f est en End,M, si 
N c M, on dit que N est f-invariant (ou est un f-module) si on a f (N) c_ N. 
Notamment L,(M) est f-invariant pour tout a (prop. 2). 
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DEFINITION 3. Soit M un B-module. On dit que la propriite V(M) est 
vraie si pour tout f en End,M, M’ a en M un supplement B, qui est f- 
invariant. Alors si M est artinien, f est bijecttf en restriction a B, (car 
ker f G MS, By est artinien et done tout endomorphisme injecttf de B, est 
bijectif). De plus Bf est unique si M est artinien (cf. corollaire de la 
proposition 4 plus loin). 
Si M est artinien il existe ‘2, tel que pour n > n, Y=f”O(M) =f”(M), 
M = Mf + !If. Si M est de longueurflnie, il existe n, tel que n > n, entraine 
M = ker f n @ 2mf n et alors M est somme directe des deux f-modules Mf et 
Zf et done ‘$3(M) est vraie (c’est le classique lemme de Fitting). 
PROPOSITION 3. Soit M un module artinien, f un endomorphisme de M, 
tels que M = Mf @ H avec f bijecttf sur H et soient N un sous-module f- 
invariant de M et K = H n N. Alors N = Nf @ K et f est bijectif SW K. 
Soit x de N, on a x = a + h avec a E Mf, h E H. Pour un no et n > n, on a 
f”(x) = f”(h) E K. Comme f(K)&f(H)nN=K et ker f n K c 
Mfn H = 0, f est injectif en restriction a K. Comme K est artinien, f est 
surjectif en K et on a f “(x) E f”(K). 11 existe k en K tel que f “(x) = f “(k) et 
on a done N = Nf @ K avec Nf = Mf n N d’oh la proposition. 
PROPOSITION 4. Si M, est artinien, f un endomorphisme de M,, M, un 
sous-module f-invariant de M, tels que M, = M{ @ B,, M, = M< @ B, tels 
que f soit bijecttf en restriction a B, et a B,, on a B, c B,. 
En effet si u EM,, on a u=a,+b,=a,+b, avec a,EM{, 
a2 E M$ = M{fIM,, b, E B,, b, E B,. On a pour n > n,,(u), f”(u) E B, si 
on pose B = B, n B, et done f(B) c f(B,) n f(B,) = B, n B, = B. Comme 
ker f n B E M{ n B, = 0, f est injectif sur B qui est artinien et done on a 
f(B) = B. 11 existe pour tout n > n, un b, (unique) en B tel que f”(u) = 
f”(b,)d’oliu-b,EM~.OnadoncM,=M~OBavecB~B,.Sigestla 
composle des homomorphismes canoniques B, + M, -+ B, g est injective car 
ker g = B, f7 M{ = 0. Comme B, est artinien, on a B, = g(B,) G B, B, = B 
done B, E B, . C.Q.F.D. 
COROLLAIRE. Si f est un endomorphisme dun module artinien M tel que 
M = Mf 0 B, avec f (B,) = B,, alors Bf est uniquement determine par M et f: 
On l’appellera le f-complement de Mf en M. 
On dtduit des deux propositions precidentes la: 
PROPOSITION 5. Si M est artinien, f un endomorphisme de M et N un 
sous-module f-invariant de M tels que M = Mf @ H, N = Nf 0 K avec 
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f(H) = H, f(K) = K, alors on a K = H f? N: le f-complement de Nf en N est 
la restriction du f-complement de Mf en M. 
COROLLAIRE. Si M est artinien de hauteur de Loewy 1 et si pour tout a 
avec a < d on a L,(M) = A, @ B, avec A, = (L,(M))’ et f(B,) = B,, alors 
les families {A,} et {B,} sont chacune bien ordonnees pour lklusion. 
En effet si a1 < a, < 1, L,,(M) et L,*(M) sont f-invariants, d’apres la 
proposition 2, on a A,, = Aal” L,(M) et aussi, d’apres la proposition 5, 
Bat = B,* fT L,,(M), d’ou le corollaire. 
PROPOSITION 6. Si M est un module artinien de hauteur au plus w, il 
satisfait a la proprie’te’ Y et on a pour tout f, f(B,) = B,-. 
Soit en effet M un module artinien tel que M = L,(M) avec a < w et 
soit f un endomorphisme fixe de M. Si a est fini, M est de longueur finie, le 
lemme de Fitting donne la proposition. Si on a a = o, on a M = tJ y L,(M) 
avec y tini. On a pour tout y, L,(M) de longueur finie et done la decom- 
position L,(M) = A?@ B, avec A, = [L,(M)lf et f(BJ = B,. On a 
Mf = U, A,,. Le corollaire de la proposition 5 entraine que (B,} est bien 
ordonne’ et done B’ = U, B, est un sous-module de M. Comme Mf ~7 B, = 0 
pour tout y, on a MfnB’=O et done M=Mf@B’. Entin on a 
f(B’)=U,f(B,)=B’. D one ‘$3(M) est vraie. Le corollaire suivant est connu 
(cf. Wartield [3]). 
COROLLAIRE. Tout module artinien sur un anneau R qui est soit 
commutatif soit noetherien a gauche satisfait a la propriete’ ‘p. 
En effet tout sous-module monogene de M est de longueur finie done de 
hauteur de Loewy finie et done htM < o. On applique alors la proposition 6. 
On &end ce dernier resultat au cas d’un rr,-anneau (cf. [4, 51: 
DEFINITION 4. Un anneau R est un n,-anneau a gauche (ou anneau de 
Djokovic) si tout epimorphisme g: N-+ M d’un sous-module N d’un R- 
module a gauche de type fini M est un isomorphisme. 
PROPOSITION 7 (Djokovic). Une limite dire&e de n,-anneaux est un n,- 
anneau (demonstration [4, th. 2, p. 5141). 
La propriete ‘$ est alors reliee aux proprittes de surjectivite au moyen du 
thloreme suivant qui donne un critere pour la proprilte ‘4. 
THBOR~ME 1. I1 y a equivalence pour tout anneau R (associatif, 
unitaire) entre les deux propriettb suivantes: 
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(a) tout R-module artinien a gauche a la propriete VP; 
(b) tout endomorphisme surjectif dun R-module a gauche artinien et 
de type Jini est un automorphisme. 
En effet si R satisfait a la propriete (a), soit F un module artinien de type 
jki, g un endomorphisme surjectif de F. On a par hypothese F = Fg @ T 
avec g bijectif sur T. Comme Fg est igalement de type lini, il existe un entier 
r tel que g’(Fg) = 0. Posons h = g’. On a F = Fh 0 T et ker g = Fh = FR. On 
a F = g(F) = T done ker g = 0 et done aussi ker f = 0 done on a (b). 
Supposons que (b) soit vraie pour R et montrons que si M est un module 
artinien a gauche sur R et est minimal avec la propriete non-q, alors on a 
une contradiction. Alors (a) sera vraie pour R. Soit B = A(M) la hauteur de 
Loewy de M = L,(M). Distinguons deux cas suivant la nature de 8. 
Si B est un ordinal limite, on aurait M = L,(M) avec L,(M) = U,L,(M) 
(y </I) et comme M est minimal pour non-q, on aurait pour tout y, 
L,(M) = A, @ B, avec A, = (L,(M)~ et f(B,) = B,. Les unions M’ = lJ # y et 
B’ = &By sont totalement ordonnees (d’apres les propositions 4 et 5) et B’ 
est un sous-module de M. On a @nR’=O et M=M’@B’ avecf(B’)= 
U,f(B,) = UyBy = B’. D one ‘p(M) est vraie et on a une contradiction en ce 
cas. 
Supposons maintenant que I(M) ait un predecesseur. On a I(M) =/I + 1. 
11 existe par hypothese f en End,M tel que si it4 = Mf @ H avec H sous-R- 
module, alors H n’est pas f-invariant. 
Montrons que f est surjectif en M. Si f n’etait pas surjectif on aurait 
n,, f “(M) = 2’ # M, f (Zf) c Zf et done ‘p(‘Xf) vraie. En particulier on 
aurait Tf = A ‘f @3 A ” avec A ” = Mf f7 Zf et f bijective en restriction i A “. 
Comme A4 est artinien on a M= [n,f”(ZU)]+U”kerf”, soit 
M = Zf -+- M’. On a done A4 = A ” + Mf et la somme est directe car 
yEA”n@ entraine yE2fnMf=A’f, yEA’fnA”=O. Alors on aurait 
M=Mf@A”, f(A”)=A” contrairement a l’hypothese faite sur M et f: 
On a done M= L 
J;surjectif sur L 
4 + i(M), L,(M) = Mf @ B, avec f (B,) = B, car f induit 
/3+ IWYLOW) 9 ui est de longueur finie et semi-simple. Done 
7 est bijective et on a [L o+l(M)]f = [L,(M)lf = Mf. On voit done que la 
hauteur de Loewy de Mf est au plus /I. 
DEFINITION. On notera dans la suite pour tout R-module E, u f2 E et g 
un endomorphisme de E, C,(u) l’ensemble des & u + A, g(u) + I.* + A, g’(u) 
avec &, , I, ,..., A, en R. 
Deux cas peuvent se produire. Dans un premier cas, il n’existe pas de u, 
en M tel que M = Mf + CAu,). Dans un deuxieme cas (cas exceptionnel), il
existe en M un tel uO. 
Dans le premier cas on notera N(u) = Mf + C,(u) pour tout u de M. On a 
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N(u) 6 M pour tout u et N(u) est f-invariant car Mf et CAu) le sont tous 
deux. Comme M est minimal pour non-v, Y(N(u)) est vraie pour tout u 
ainsi que Sp(C~u)). Comme [CAu) ]f = Cku) n Mf on a (2x24) = 
I qu> n M* lo D&4 avec f(DAu)) C Dxu). On a alors N(u) = 
M*+C,@)=M*@D~u) d ‘ou une retraction lineaire T(U): N(u) -3 M*. 
Comparons I attachee a N(u,) =kff f C,(u,) et r(uJ a 
N(uJ = fW + CAu,). On a alors N, = N(u,) = M* @ Dxu,), N, = N(u,) = 
Mf @ DJu,) avec f bijectif sur O,(u,) et sur D,(uJ. Soit alors a E N, fl N,. 
Comme ‘$3 [N, f3 N2] est vraie on a N, n N, = iW* @ dxu, , u,) avec f bijectif 
sur dxu, , 24,). 11 existe n(a) tel que n > n(a) entrainef”(a) E DJu,) n D~uz) 
et il existe b E DJu,) f’l DAuJ tel que n > n(a) -+f”(b) =f”(a), done 
c=a-bestenMfetdonca=ctb,d’ou 
N, n N, = M* 0 ID,@,) n D,@,)] 
d’oii une retraction lineaire mA,,,Y,: N, f7 N, -+ iVf qui est la restriction 
commune de r,,,, et de rN2 I N, n N,. 
Alors pour tout u de M on a u E N(u) $ M et si on pose 
T(U) = r,,,,(u) E IV*, T(U) ne depend que de u d’apres ce qui precede. Alors 
r(u) est une retraction lineaire M-+ M* et on a 
Alors M = M* @ H avec H = lJ, Dxu). On a alors f(DAu)) = D,(u) et 
D,(u) n iWf = 0 montre que f est bijectif en restriction a H. Done cette 
situation est contradictoire. Le premier cas est done impossible. 
Reste a eliminer le cas exceptionnel c’est-a-dire 03 M est artinien de 
hauteur de Loewy (infinie) /3 + 1, est minimal pour non-% tel qu’il existe en 
M un R-endomorphisme surjectiff tel que ht(M*) <p, que Mf n’ait aucun 
supplement en M sur lequel f est bijectif et qu’il existe un u0 en M tel que 
l’on ait A4 = M* + Cku,). 
Montrons d’abord que l’on a M = Cxu,). En cas contraire on aurait 
C&) + M et WC&J) serait vraie. Alors C,(u,) est f-invariant et on aurait 
q43> = 1 quo> If0 ~&) avec f (D~u,)) = DJu,). Or on a [ CxuO)y C Mf 
et de plus Dku,) n A4* = 0 car f est bijectif sur D,-(u,). On aurait done 
M = M* @ Dku,) et M aurait la propriite g. 
On a done M= C,(u,) ensemble des &u, t A, f (u,) t **a avec 
u0 E M-L,(M). On a L,(M) = M* @ H, avec f (H,) = H,. Alors on voit 
que le quotient M/H, = F est de typefini. En effet comme M/L,(M) est de 
longueurfinie, il existe un entier s et des ,u~,..., ps+, en R tels que fs ’ ‘(uo) - 
P,fShl) - ... -p, f(u,J - p,,u, soit en M* @ H”. 11 existera alors un t > 0 
tel que f s + ’+f(~,) -p, f s + ‘(u,) - . . . -p, f I(uO) soit en H, et on aura 
M=H,fRu,+... + Rf” ‘(u,) et done M/HD est de type fini. 
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Comme f(H,) = H,, f induit f, : M/H, -+ M/H, qui est surjecttf comme f: 
D’apres l’hypothese (b) sur R, fi est injectif: Si done on a m E M et 
f(m)=O,onamEH,etmEH,~kerf=O,m=Odoncfestinjectif:On 
a done A4’= 0. Done ‘Q(M) est vraie. 11 y a encore contradiction. Done (a) 
est vraie pour R. Le theoreme st demontre. 
COROLLAIRE 1. Si R est un z,-anneau a gauche et si M est un R-module 
a gauche artinien, alors ‘P(M) est vraie. 
En effet la condition (b) est satisfaite par R. On en deduit le: 
COROLLAIRE 2. Si R est soit noetherien a gauche, soit module de type 
flni sur son centre et si M est un R-module a gauche artinien, alors Q(M) est 
vraie. 
En effet un tel anneau est un n,-anneau, d’od le corollaire. 
COROLLAIRE 3. Si R est un anneau regulier (de Von Neumann) dont les 
quotients primittfs sont artiniens et si M est un R-module a gauche artinien, 
alors ‘P(M) est vraie. 
En effet d’apres [5, th. 2, 5, p. 6661 si on a un endomorphisme surjectif g 
d’un R-module de ‘type fini F, alors g est bijectif. Done la condition (b) du 
theordme 1 est rialisee pour R. Le cas particulier oti M est lui-m2me de type 
fini est deja connu (ibid. [5]). 
Une consequence du theoreme 1 precedent utilisera le 
LEMME Si M est un module non nul, indecomposable et tel que ‘p(M) 
soit vraie, alors l’anneau B(M) des endomorphismes de M est local. 
En effet si B(M) n’etait pas local, il contiendrait f et g non inversibles tels 
que l’on ait f - g = 1, # 0,. Les hypotheses faites sur Mentrainent que l’on 
a M=Mf@F=Mg@G avec f(F)=F et f(G)=G. Comme kerf #O et 
ker g # 0 (car M est artinien et ker f = 0 par exemple entrainerait f bijectif) 
on a Mf et Mg non nuls. Comme M est indecomposable on a M = M* = Mg. 
Soit x # 0 en M. On a x = (f - g)“(x) pour tout n. Comme 
.fg = gf = f - f * = g + g*, la formule du binome montre que pour n > n,, 
on a x = 0 d’oti une contradiction. 
On a alors le: 
TH~~OR~ME 2. Si R est un anneau qui satisfait a l’une des hypotheses des 
corollaires 1,2 et 3 du theoreme 1 (et plus generalement d la condition (b)) 
du theoreme 1) et si M est un R-module h gauche artinien, alors on a 
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M=M, @ **a @ M, avec des Mi indkomposables et la dkcomposition est 
unique ti un automorphisme prb. 
L’existence provient du fait que M ne contient pas de somme directe 
infinie, M &ant artinien. L’unicite decoule du fait que les End, Mi sont 
locaux (d’apres le lemme puisque ‘Q(Mi) est vraie pour tout i = 1, 2,..., r, 
d’apres le theoreme 1) et du theoreme de Krull-Remak-Schmidt-Azumaya. 
G. Cauchon a construit un exemple de module artinien de hauteur o + 1, 
dont les sous-modules forment une chaine et qui ne satisfait pas a la 
proprietl ‘$3. 
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